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Re´sume´ :
Cet article pre´sente les travaux effectue´s sur la mode´lisation d’un tirant en be´ton arme´ dans le cadre du benchmark
CEOS.fr (Comportement et Evaluation des Ouvrages Spe´ciaux Fissuration-Retrait) ”statique monotone” . A partir du
mode`le d’endommagement Mazars formule´ en non-local pour le be´ton et d’un mode`le e´lasto-plastique pour les armatures,
nous avons suivi l’e´volution du comportement non-line´aire de cet e´le´ment de structure. Le comportement global force
de´placement est bien reproduit. De plus, les informations au niveau local sont donne´es par les facie`s d’endommagement
observe´s et les ouvertures de fissures par une me´thode de post-traitement.
Abstract :
This article deals with the modelling of a reinforced concrete tie-beam in the framework of the benchmark CEOS.fr
(Comportement et Evaluation des Ouvrages Spe´ciaux Fissuration-Retrait) ”statique monotone”. Using the damage mo-
del Mazars in a nonlocal formulation for concrete and an elastoplastic model for the reinforcement, we reproduce the
nonlinear behavior of this structural element. The global behavior, described through the evolution of the force versus
the displacement, is well simulated. Local information are given via the damage field and the evolution of the opening of
cracks using a post-treatment method.
Mots clefs : be´ton arme´, endommagement, non-local, ouverture de fissures
1 Introduction
Face aux enjeux qui se pre´sentent dans le domaine du Ge´nie Civil tels que la sureˆte´ des installations nucle´aires
et la durabilite´ des structures en be´ton arme´, des analyses sont mene´es sur des proble`mes de fuite de liquide ou
de gaz a` travers le be´ton ou bien encore la pe´ne´tration d’agents agressifs... Avant de pouvoir effectuer de telles
e´tudes, il est ne´cessaire de connaıˆtre le comportement des mate´riaux que l’on utilise et leur e´volution au cours
du temps suivant les sollicitations auxquelles ils sont soumis. L’e´tude de la fissuration du be´ton est un point cle´
dans cette optique.
A l’heure actuelle, des codes (EUROCODES, CEB...) proposent des formules semi-empiriques pour permettre
a` l’inge´nieur d’obtenir des informations sur la fissuration. Ne´anmoins, ces formules montrent leurs limites
dans le cas de structures exceptionnelles et il semble ne´cessaire de mener une e´tude plus approfondie de ces
proble´mes.
Dans ce cadre la`, le projet national CEOS.fr a e´te´ mis en place afin d’effectuer un e´tat de l’art dans ce domaine et
mettre ainsi en lumie`re les outils a` disposition et les points a` approfondir. Diffe´rents domaines d’e´tudes ont e´te´
propose´s dans ce benchmark (fissuration sous chargement statique monotone, sous chargement dynamique et
cyclique, comportement sous gradients thermo-hydriques). Cet article pre´sente une partie des travaux effectue´s
sur la mode´lisation de tirants en be´ton arme´ teste´s dans le cadre de la the`se de P. Mivelaz [1].
La premie`re partie pre´sente l’essai e´tudie´ ainsi que le mode`le nume´rique et la seconde partie donne les re´sultats
obtenus concernant le comportement global et local. Les re´sultats obtenus vis a` vis de la fissuration (ouverture
de fissure) seront notamment donne´s a` partir d’une me´thode de post-traitement du calcul non-line´aire.
2 Pre´sentation de l’essai et du mode`le nume´rique
2.1 Pre´sentation de l’essai
L’essai sur lequel porte notre e´tude est extrait des travaux effectue´s par Pierre Mivelaz dans le cadre de sa the`se
ayant pour objet la de´termination du de´bit d’air a` travers des fuites engendre´es par des sollicitations me´caniques
dans des tirants en be´ton arme´. Plusieurs tirants de 5m de longueur, 1m de hauteur et 0,42m d’e´paisseur avec
des taux de renforcement et deux be´tons diffe´rents ont e´te´ teste´s. Dans notre e´tude, nous nous limiterons a`
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un tirant en be´ton arme´. La section du tirant et la re´partition du ferraillage dans le tirant sont donne´es sur la
figure 1.
FIG. 1 – Repartition des aciers dans le tirant
Le tirant est soumis a` un de´placement impose´ par l’interme´diaire d’un syste`me de barres Dywidag. Les re´sultats
obtenus expe´rimentalement sont donne´s sur la figure 2. Les repe`res 1, 3/4, 4 et 5 correspondent aux diffe´rentes
(a) Force et ouverture de fissure en fonction
de la de´formation impose´e
(b) Facie`s de fissuration pour une de´formation de 0,3 0/00
FIG. 2 – Re´sultats expe´rimentaux
fissures qui apparaissent au cours de l’essai jusqu’a` une de´formation impose´e de 0,3 0/00. On observe une
re´partition ale´atoire de ces fissures. En mettant en paralle`le l’e´volution de la force et l’ouverture de fissure, on
observe bien, pour une fissure qui apparaıˆt, une chute au niveau de la force et une augmentation de l’ouver-
ture mesure´e de cette fissure. Les zones fissure´es de´ja` pre´sentes sont affecte´es par celle-ci en se de´chargeant
(diminution de l’ouverture).
2.2 Mode`le nume´rique
Les calculs pre´sente´s dans cet article ont e´te´ mene´s en 2D (contraintes planes) a` l’aide du code e´le´ments
finis Cast3M [2] de´veloppe´ par le Commissariat a` l’Energie Atomique. Le maillage du tirant est compose´
d’e´le´ments line´aires pour le be´ton (0,03 m x 0,03 m) et d’e´le´ments barres line´aires pour les armatures (0,03
m). Les cadres ne sont pas reproduits dans notre mode´lisation 2D. On suppose une adhe´rence parfaite entre les
e´le´ments d’acier et les e´le´ments de be´ton.
Nous avons utilise´ le mode`le d’endommagement Mazars [3] en formulation non-local inte´grale [4] et [5] pour
le be´ton.
Relation contrainte - de´formation :
σ = (1−D)C : ε (1)
D est la variable scalaire d’endommagement. C est le tenseur e´lastique de rigidite´.
Combinaison de l’endommagement :
D = αβtDt + α
β
cDc (2)
Dc, Dt correspondent respectivement a` l’endommagement duˆ a` la compression et a` la traction.
Les facteurs de ponde´ration αc et αt de´pendent du tenseur des de´formations.β est un facteur de correction pour
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prendre en compte l’effet du cisaillement.
Evolution de l’endommagement :
Dc,t = 1− εD0(1−Ac,t)
ε˜
−Ac,t. exp[−Bc,t(ε˜− εD0)] (3)
At et Bt sont des parame`tres du mode`le controˆlant l’e´volution de l’endommagement duˆ a` la traction et Ac et
Bc l’endommagement duˆ a` la compression.εD0 correspond au seuil de de´formation pour la traction.
ε˜ = max
t
(ε˜, ε¯eq) (4)
avec ε˜ = εD0 initialement et avec la de´formation e´quivalente moyenne (re´gularisation non-local inte´grale) ε¯eq
obtenue par les formules suivantes :
εeq =
√√√√ 3∑
i=1
< εi >2+ (5)
ou` < εi >+ de´finit la partie positive des de´formations principales.
ε¯eq =
∫
Ω φ(x− s)εeq(s)dv∫
Ω φ(x− s)dv
(6)
La fonction poids est une fonction Gaussienne de la forme :
φ(x− s) = exp
(
−
(
2
‖x− s‖
lc
)2)
(7)
ou` lc est la longueur interne du mode`le non-local.
Nous avons utilise´ pour l’acier un mode`le e´lasto-plastique de´finie par une courbe biline´aire. Les diffe´rents pa-
rame`tres sont de´finis sur la figure 3.
Les caracte´ristiques fournies pour cet essai sont donne´s dans le tableau 1. Les trois colonnes donnent res-
(a) be´ton (b) acier
FIG. 3 – Lois mate´riaux
pectivement, les parame`tres mate´riaux obtenus a` partir d’essais, les parame`tres des mode`les correspondant aux
parme`tres mate´riaux et les parame`tres calibre´s par rapport a` l’essai sur tirant. Les diffe´rents ajustements sont
analyse´s juste apre`s.
– Seuls les 3 m centraux du tirant ont e´te´ instrumente´s expe´rimentalement. De plus, il a e´te´ montre´ [6]
que le troncage effectue´ pour traiter les bords libres en re´gularisation non-local entraıˆnait une ” attirance
” de l’endommagement par les bords. Pour e´viter ce proble`me, 2 zones e´lastiques de 20 cm de longueur,
posse´dant les meˆmes proprie´te´s que la zone centrale de 3 m mais ne pouvant s’endommager, ont e´te´ mises
en place. La connectivite´ (matrice prenant en compte l’influence des points de Gauss dans le voisinage du
point de Gauss conside´re´) est alors calcule´e a` partir de la zone centrale comple´te´e de ces 2 zones e´lastiques
e´vitant ainsi d’avoir des re´partitions gaussiennes tronque´es pour les e´le´ments aux extre´mite´s.
– La valeur de la re´sistance en traction fournie par l’essai de fendage est supe´rieure a` celle que l’on peut de´duire
de l’essai sur tirant comme indique´ dans la the`se [1]. Si l’on exclut les erreurs dues a` l’expe´rimentation lors
de l’essai de fendage, deux raisons peuvent expliquer ces diffe´rences. Le champs de contrainte dans un
essai de fendage n’est pas homoge`ne et va donc imposer le lieu de la fissuration. Au contraire, dans le cas
3
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Parame`tres Parame`tres Parame`tres
mate´riaux non calibre´s calibre´s
Be´ton Be´ton Be´ton
E = 33,4 GPa ν = 0,2 At = 0,9 Bt = 10000 At = 0,9 Bt = 10000
fc = 41,8 MPa ft = 3,15 MPa Ac = 0,85 Bc = 1010 Ac = 0,85 Bc = 1010
β = 1,06 εD0 = 9,43.10−5 β = 1,06 εD0 moyenne : 4,2.10−5
e´cart type : 1,5.10−5
Acier Acier Acier
E = 200 GPa ν = 0,3 E = 200 GPa ν = 0,3 E = 200 GPa ν = 0,3
fe = 565 MPa fu = 647 MPa fe = 565 MPa fu = 647 MPa fe = 565 MPa fu = 647 MPa
εm = 10% εm = 10% εm = 10%
TAB. 1 – Parame`tres mate´riaux
de notre essai, le tirant est sollicite´ de fac¸on homoge`ne et le lieu de la fissuration est pilote´ par les points
faibles du mate´riau et entraıˆne un effet d’e´chelle de type Weibull. De plus, au regard des dimensions d’une
e´prouvette de be´ton pour un essai de fendage et celles du tirant, il y a e´galement un effet d’e´chelle mate´riau
qui intervient. Par conse´quent, la valeur du parame`tre εD0 a e´te´ diminue´e a` 4,2.10−5 afin d’obtenir un effort
au niveau de la premie`re fissure e´quivalent a` celui obtenu expe´rimentalement.
– Par ailleurs, nous avons observe´ un phe´nome`ne de ” snap-back ” tre`s important lors de la localisation de la
de´formation. L’utilisation d’un pilotage en de´placement ne nous permettait pas de bien capter l’e´volution
de l’e´tat de notre tirant lors de ce phe´nome`ne. Afin de passer au mieux ces phases, un pilotage en longueur
d’arc [7] est choisi pour suivre au plus pre`s l’e´volution des variables internes pour le second calcul.
– Nous avons observe´ que l’endommagement e´tait homoge`ne dans notre tirant, jusqu’a` ce qu’une localisation
apparaisse tardivement, de´clenche´e sans doute par le bruit nume´rique. Afin d’e´viter de de´pendre d’un bruit
nume´rique pour amorcer une localisation, des e´le´ments faibles reproduisant les ale´as de re´sistances locales
dans le be´ton, pouvaient eˆtre introduits. Sur les re´sultats expe´rimentaux, on constate que l’effort e´volue de
fac¸on non-line´aire juste avant d’obtenir la premie`re fissure. De plus, les premie`res fissures sont distribue´es
de manie`re ale´atoire le long du tirant traduisant le caracte`re he´te´roge`ne du be´ton. Cette observation nous
a amene´ a` choisir une re´partition ale´atoire d’un parame`tre du mode`le be´ton (εD0). La re´partition suit une
distribution gaussienne non corre´le´e. Cette re´partition est tronque´e (les valeurs trop faibles seront remplace´es
par une valeur minimale de 1.10−5) car ce parame`tre correspond a` la de´formation a` la premie`re fissuration en
traction. La valeur moyenne de cette distribution correspondra a` la valeur pour la premie`re fissure observe´e
expe´rimentalement sur le tirant. On peut, avec ce choix, reproduire l’endommagement progressif jusqu’a` la
premie`re fissure et observer une re´partition ale´atoire des premie`res fissures.
– Dans un premier temps, la longueur caracte´ristique avait e´te´ prise e´gale a` 9,6 cm (3 fois la taille du plus
gros granulat [4]). Sachant que les efforts sont redistribue´s des armatures au be´ton par cisaillement de l’in-
terface, le choix d’une longueur caracte´ristique aussi e´leve´e (de l’ordre de l’espacement entre armatures
longitudinales) entraıˆnait une redistribution des de´formations localise´es sur une zone trop importante par
re´gularisation et conduisait simplement a` un e´largissement progressif de la zone endommage´e. Afin d’ob-
server plusieurs zones endommage´es distinctes et par la suite extraire des informations pour calculer des
ouvertures de fissures, la longueur caracte´ristique est diminue´e et ramene´e a` une fois la taille du plus gros
granulat (0,032 m).
3 Re´sultats et analyse de la fissuration
Cette partie pre´sente certains re´sultats obtenus nume´riquement. On peut observer sur la figure 4, un endomma-
gement progressif avant la premie`re fissure entrainant une diminution de la raideur tangente. Cette phase est
e´galement observe´e expe´rimentalement. L’utilisation du pilotage en longueur d’arc permet de passer au mieux
les ruptures fragiles observe´es. Les fissures successives apparaissent en suivant les de´fauts du mate´riau, puis, a`
travers la diffusion de l’effort des armatures dans le be´ton. Apre`s avoir endommage´ comple`tement le be´ton, la
courbe e´volue en suivant le comportement des armatures longitudinales.
La figure 5 donne l’endommagement pour une de´formation impose´e de 0,3 0/00. La me´thode pour obtenir
des informations sur la fissuration a` partir d’un tel re´sultat a e´te´ de´veloppe´e comme un post-traitement du
calcul de l’endommagement de la structure en be´ton. L’analyse se passe en deux e´tapes. Dans un premier
temps, la position de la fissure est trouve´e a` partir de la re´solution d’un proble`me en Laplacien base´ sur les
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FIG. 4 – Evolution de la force (en bleu) et de l’ouverture des 2 premie`res fissures (en rouge) en fonction de la
de´formation impose´e
FIG. 5 – Endommagement du be´ton dans le tirant R3 pour une de´formation de 0,3 0/00
de´formations principales positives [8]. Puis, l’ouverture est calcule´e en plusieurs points de la fissure selon une
approche 1D [9]. Le champ de de´formations e´quivalentes obtenu par le calcul non-line´aire est compare´ au
champ de de´formations e´quivalentes correspondant a` un saut de de´placement au droit de la fissure (disconti-
nuite´ forte). Ces deux champs sont conside´re´s e´gaux au droit de la fissure. A partir de cette hypothe`se, le saut
de de´placement est estime´.
Suivant cette me´thode, la figure 4 donne en plus de l’e´volution de la force, l’ouverture de fissure moyenne en
fonction de la de´formation impose´e. Ces deux parame`tres sont repre´sente´s sur la meˆme courbe afin d’analyser
l’e´volution du comportement de notre tirant au cours de l’essai. La figure 6 donne l’e´volution de l’ouverture
de fissure sur la hauteur du tirant au cours de l’essai. On remarque sur cette re´partition que l’on passe par
des valeurs minimum correspondant aux lieux des armatures. Celles-ci ont effectivement tendance a` limiter
l’ouverture de fissure.
Les deux courbes d’ouverture de fissure correspondent aux deux premie`res fissures observe´es lors du cal-
cul. Le comportement observe´ expe´rimentalement est bien reproduit. Les valeurs moyennes sont le´ge`rement
infe´rieures aux valeurs mesure´es expe´rimentalement. On peut cependant remarquer que les valeurs maximales
que nous obtenons correspondent aux mesures. De plus, nous avons conside´re´ une adhe´rence parfaite entre
l’acier et le be´ton. La mise en place d’e´le´ments d’interface permettra sans doute d’obtenir une ouverture de
fissure a` ces endroits le´ge´rement plus grande et donc re´hausser la valeur moyenne pour se rapprocher de la
valeur expe´rimentale. Finalement, la valeur de At utilise´e pour le mode`le be´ton est infe´rieure a` 1 amenant une
contrainte re´siduelle dans le be´ton non nulle au niveau de la zone endommage´e qui tend a` limiter l’ouverture
des fissures.
4 Conclusion
Cet article pre´sente les re´sultats obtenus sur la mode´lisation d’un tirant en be´ton arme´ soumis a` un chargement
statique monotone. Le comportement global caracte´rise´ par l’e´volution de la force en fonction du de´placement
est bien reproduit. Dans une moindre mesure, le comportement local est proche des re´sultats expe´rimentaux,
que ce soit pour l’endommagement ou pour l’ouverture de fissure. Nous montrons que la me´thode de post-
traitement permet de calculer une ouverture de fissure point par point. Cependant, certaines limites sont at-
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FIG. 6 – Re´partition de l’ouverture de la 1e`re fissure sur la hauteur du tirant au cours de l’essai (chaque courbe
correspond a` une situation de chargement donne´)
teintes pour ces calculs et des ajustements sont faits et des ame´liorations restent encore a` faire. Le cas test
montre clairement que les donne´es extraites pour caracte´riser le be´ton ne peuvent pas eˆtre utilise´es directe-
ment pour effectuer un calcul de structure. Il est ne´cessaire d’adapter ces valeurs pour prendre notamment en
compte l’effet d’e´chelle de type Weibull et l’effet d’e´chelle mate´riau. L’essai sur tirant repre´sente une difficulte´
nume´rique du fait de l’homoge´ne´ite´ des sollicitations. En s’inspirant des ide´es de´veloppe´es sur les mode`les
me´soscopiques, la distribution ale´atoire d’un des parame`tres caracte´risant le be´ton semble pouvoir reproduire
la localisation ale´atoire des premie`res fissures. Des ame´liorations restent encore a` faire notamment sur la va-
leur de l’e´cart type. L’utilisation d’une me´thode de re´gularisation est ne´cessaire pour nos calculs afin d’e´viter
la de´pendance au maillage des re´sultats et avoir la bonne largeur de la zone de propagation de la fracture. Le
mode`le non-local nous permet de re´pondre a` ce proble`me. Ne´anmoins, certaines difficulte´s et certaines limites
apparaissent a` travers les essais re´alise´s. Les bords libres et les zones endommage´es sont des zones critiques
au niveau de la re´gularisation. Les fonctions de ponde´ration actuelles ne prennent pas en compte de manie`re
spe´cifique ces zones et on peut donc observer des phe´nome`nes tels que l’attirance de l’endommagement par
les bords libres. Il est donc ne´cessaire de modifier la re´gularisation le long des bords et dans les zones en-
dommage´es. Nous observons e´galement que la valeur de la longueur caracte´ristique influence fortement les
re´sultats. Une valeur correspondant a` trois fois la taille du plus gros granulat e´tale la zone endommage´e de
manie`re trop importante et empeˆche souvent de distinguer diffe´rentes zones d’endommagement distinctes qui
pour le post-traitement vont eˆtre utilise´es pour caracte´riser l’e´volution de l’ouverture de fissure.
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